Решение уравнения теплопроводности
Постановка задачи

Решение систем линейных алгебраических уравнений – классическая задача вычислительных методов. Особый интерес представляют матрицы разреженного вида, которые получаются в результате конечно-разностной или конечно-элементной аппроксимации. Такие матрицы приходится хранить в каком-то особом формате, так как даже при аппроксимации небольших задач размерность матрицы системы становится непосильной задачей для современных параллельных компьютеров. В рамках работы остановимся на решении СЛАУ итерационными методами, где основной операцией является умножение матрицы на вектор. В качестве метода решения рассмотрим метод сопряжённых градиентов с диагональным предобуславливанием для ускорения сходимости системы уравнений. В качестве аппроксимации будем рассматривать метод конечных элементов.

Поставим дифференциальную задачу. Будем рассматривать стационарную задачу распределения температуры в области, куда помещён инородный объект с отличной от области теплопроводности. Таким образом, решаемое уравнение имеет вид:

[image: image1.wmf](

)

divgradTQ

m

-=

,

в расчётной области 
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с областью объекта 
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где коэффициенты теплопроводности имеют значения: 
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 для области, 
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 для объекта, объект выделяет тепло с интенсивностью 
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краевые условия 
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Решение задачи можно проиллюстрировать следующим рисунком:
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Схема аппроксимации

В качестве схемы аппроксимации возьмём метод конечных элементов с билинейными на элементе базисными функциями. Помножив уравнение теплопроводности на пробную функцию, и, разбив область на прямоугольные конечные элементы, получим следующее интегральное уравнение, соответствующее i-й строке матрицы СЛАУ: 
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. Соответствующие интегралы на конечном элементе будем рассматривать в виде матричного уравнения 
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 – матрица жёсткости, 
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 – матрица масс, 
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 – вектор правой части. Матрицы выглядят следующим образом:
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Учёт краевых условий будем делать следующим образом: В строках матрицы, номера которых соответствуют номерам узлов с первыми краевыми условиями на диагональ будем ставить число, на много порядков превосходящее числа в строке (а лучше и во всей матрице). Таким образом, мы не будем нарушать симметричность матрицы, что очень важно для использования метода решения СЛАУ. В свою очередь в правую часть запишем это же большое число, умноженное на точное значение функции в этой точке. Тем самым получим следующую картину с учётом ограничения разрядной сетки:

[image: image18]
Однородные краевые условия второго рода такая конечно-элементная постановка учитывает естественным образом.
Описание метода сопряжённых градиентов:

В качестве ускорения сходимости метода будем использовать диагональное предобуславливание, матрица которого строится следующим образом:
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Тогда, с учётом этой матрицы будем строить следующий вычислительный алгоритм МСГ:
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Далее для k=1,2,… производятся следующие вычисления:
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Стоит отметить, что некоторые вычисления можно не делать несколько раз, так, например, числитель коэффициента 
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 и знаменатель коэффициента 
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 совпадают, а его числитель служит числителем коэффициента 
[image: image29.wmf]a

 на следующем шаге.

Выход из итерационного процесса будем осуществлять или по достижении большого количества итераций или по достижению малости относительной невязки:
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Описание формата хранения матрицы

Основной матрично-векторной операцией в итерационных методах является умножение матрицы на вектор. Поэтому для хранения матрицы будем выбирать такой формат, чтобы матрицу хранить по строкам, так как этот вариант разрезания матрицы наиболее перспективен для распараллеливания умножения матрицы на вектор. Хранить мы будем только ненулевые элементы для каждой строки. Поясним формат на примере следующей матрицы размером N = 5:
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Для хранения матрицы определим следующие массивы:

· row_ptr[6] – массив номеров первых элементов в каждой строке в общей нумерации ненулевых элементов матрицы,
· val[12] – массив значений элементов матрицы,
· col_ind[12] – массив номеров столбцов для каждого элемента.
Таким образом, для данной матрицы получим следующие массивы:
real val[12] = {1.0, 2.0, 3.0, 4.0, 5.0, 6.0, 7.0, 8.0, 9.0, 10.0, 11.0, 12.0};
integer col_ind[12] = {0, 1, 4, 0, 1, 2, 1, 2, 4, 3, 0, 4};
integer row_ptr[6] ={0, 3, 6, 9, 10, 12};
Описание функций разрабатываемой библиотеки
Создание матрицы:
integer IMVL_CreateMatrix( integer Dimension, integer DumpMemory, real Epsilon)
Параметры:
· Dimension – размер матрицы СЛАУ,

· DumpMemory – размер памяти в байтах, отводимый для хранения матрицы СЛАУ и всех вспомогательных векторов,

· Epsilon – относительная точность решения СЛАУ.

Алгоритм:

1. Переменной IMVL_EPS присваивается точность вычислений Epsilon,

2. Выделяется память размером DumpMemory байт,
3. Подготавливается список для формирования портрета матрицы (фактически массивов val, col_ind, row_ptr).
Результат:
· IMVL_OUT_OF_SPACE – нехватка памяти для размещения матрицы и векторов,
· IMVL_OK – память для матрицы и векторов успешно выделена.
Создание вектора:
real* IMVL_CreateVector(integer Dim)
Алгоритм: 

1. Переопределяем указатель на первый доступный элемент в свободной выделенной памяти (псевдодинамическое выделение памяти) IMVL_start_ptr.
Параметры:

· Dim – размер создаваемого вектора.
Результат:

· указатель на выделенный вектор.
Создание элемента матрицы:
integer IMVL_CreateElement( integer i,  integer k)
Параметры:
· i – номер строки,

· j – номер столбца.

1. Алгоритм:
2. Определяется принадлежность элемента матрице, если номер строки вне диапазона, то возвращаем сообщение IMVL_EMPTY_ERROR, 
3. Далее определяем место элемента в упорядоченном списке для каждой строки, последовательно проходя список, и вставляем элемент либо в конец списка, либо между двумя уже известными (созданными) элементами. После чего возвращается значение IMVL_OK,
4. Если такой элемент уже был создан, то возвращаем значение IMVL_ELEMENT_CREATED.
Результат:
· IMVL_OK – элемент матрицы успешно создан,
· IMVL_ELEMENT_CREATED – элемент матрицы уже существует,
· IMVL_EMPTY_ERROR – такого элемента матрицы не может существовать.
Создание портрета матрицы:

integer IMVL_CreatePortrait()
Алгоритм:
1. Собирая по каждой строке полученные списки, получаем общий массив номеров столбцов каждого элемента IMVL_col_ind и, последовательно прибавляя количество элементов в каждой строке, получим массив номер стартовых элементов в каждой строке IMVL_row_ptr,
2. Переписываем полученные массивы в начало выделенной памяти,

3. Выделяем память под обратную диагональ предобусловленной подматрицы и под вектор правой части.

 Результат:
· IMVL_OK – портрет успешно построен.
Добавление элемента в матрицу:
integer IMVL_AddElement( integer i, integer k, real value)
Параметры:
· i – номер строки,

· j – номер столбца,

· value – значение добавляемого элемента.
Алгоритм:
1. Определяется принадлежность элемента матрице, если неравенство не выполняется, то возвращаем, что элемент не найден IMVL_ELEMENT_NOT_FOUND,
2. Проверяется принадлежность элемента диагонали, если он ей принадлежит, то добавляем элемент и на диагональ,

3. Извлекаем информацию о начале i-й строки из массива IMVL_row_ptr и организуем цикл по ненулевым элементам строки, если элемент найден, то добавляем значение в соответствующее место в массиве и возвращаем успешное добавление элемента IMVL_OK, иначе возвращаем IMVL_ELEMENT_NOT_FOUND.
Результат:
· IMVL_OK – элемент добавлен в матрицу,
· IMVL_ELEMENT_NOT_FOUND – элемент матрицы не найден.
Добавление элемента в вектор правой части:
integer IMVL_AddElementVector( integer i, real value)
Параметры:
· i – номер строки,

· value – значение добавляемого элемента.
Алгоритм:
1. Определяется принадлежность элемента вектору, если неравенство не выполняется, то возвращаем сообщение, что элемент не найден IMVL_ELEMENT_NOT_FOUND,

2. Иначе добавляем значение в указанный элемент вектора правой части и возвращаем сообщение успешного добавления IMVL_OK.
Результат:

· IMVL_OK – элемент добавлен,

· IMVL_ELEMENT_NOT_FOUND – элемент не найден.

Предобуславливание матрицы:
integer IMVL_PreConditioner()
Алгоритм:
1. Осуществляется цикл по элементам диагонали, которая была выделена отдельным массивом IMVL_di. Каждый элемент проверяется на близость к нулю с точностью IMVL_EPS, если элемент отличен от нуля, то обращаем диагональный элемент матрицы, иначе возвращаем сообщение о наличии нулевого элемента на диагонали IMVL_NULL_DIAGONAL,
2. Если все элементы диагонали подматрицы отличны от нуля, то возвращаем сообщение о полном обращении диагонали IMVL_OK.
Результат:

· IMVL_OK – диагональ полностью обращена,

· IMVL_NULL_DIAGONAL – на диагонали имеются нули.
Уничтожение матрицы и векторов:
void IMVL_Destroy()
Алгоритм:

1. Удаление всей выделенной памяти.
Умножение матрицы на вектор:
void IMVL_MultMatrixVector(real* InVector, real* OutVector)
Параметры:

· InVector – умножаемый вектор,

· OutVector – результирующий вектор.
Алгоритм:
1. Осуществляется проход по всем строкам подматрицы,

2. Для каждого ненулевого элемента рассматриваемой строки ищем соответствующий элемент вектора InVector  и умножаем на него,

3. Записываем полученный элемент в соответствующий элемент вектора OutVector.  
Умножение вектора на обратную диагональ матрицы:
void IMVL_MultDiagMatrixVector( real* InVector, real* OutVector)
Параметры:
· InVector – умножаемый вектор,

· OutVector – результирующий вектор.

Алгоритм:
1. Осуществляется цикл по соответствующим данной матрицы строкам, при этом умножаемый вектор имеет ту же размерность, что и количество строк в подматрице.
Сложение частичных векторов с умножением 
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void IMVL_SummVectorMultConstant( real* y, real* z, real al, real* x)
Параметры:
· y – соответствует 
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,
· z – соответствует 
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,
· x – соответствует 
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,
· al – соответствует 
[image: image36.wmf]a
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Алгоритм:

1. Осуществляется обычная реализация формулы 
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Частичное скалярное произведение:

real IMVL_ScalarMultiply( real* x, real* y)
Параметры:
· x – первый вектор,
· y – второй вектор.
Алгоритм:
1. Осуществляется обычная реализация скалярного произведения,

2. Возвращается результат частичного скалярного произведения.

Результат:
· частичное скалярное произведение.

Установка начального приближения:
void IMVL_SetStartVector(real *x)
Параметры:
· x – устанавливаемый вектор.

Алгоритм:
1. Устанавливается определённое значение каждому элементу вектора.

Копирование векторов:
void IMVL_CopyVector(real *dest, real *src, int dim)
Параметры:
· dest – результирующий вектор,
· src – исходный вектор,

· dim – размер массивов.

Алгоритм:
1. Вызывается функция копирования одной части памяти в другую.

Метод сопряжённых градиентов:
integer IMVL_ConjGradientMethod(integer MaxIter)
Параметры:
· MaxIter – максимальное количество итераций.
Алгоритм:
1. Реализуется метод сопряжённых градиентов,
2. Если метод закончился по малости невязки, то есть процесс сошёлся с нужной точностью, то возвращается сообщение о выходе по невязке IMVL_RUN_TO_EPSILON, иначе возвращается сообщение о аварийном выходе IMVL_RUN_TO_MAX_ITER.

Результат:
· IMVL_RUN_TO_EPSILON – метод завершился по малости нормы невязки,
· IMVL_RUN_TO_MAX_ITER – метод завершился аварийно по достижению большого числа итераций.

1050 x1 + 2 x2 + x3 = 1050





1050 x1 = 1050
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