Математическое моделирование гравитационного

взаимодействия частиц


Целью данной работы является изучение перехода от физической постановки задачи к её практической реализации. В качестве физической задачи будет рассматриваться задача гравитационного взаимодействия частиц в двумерном случае. Данная задача имеет большое значение в настоящее время, так как с её помощью можно описать движение планет в галактике, образование самих галактик, а также естественных спутников планет. При внешней простоте закона гравитационного взаимодействия описание движения частиц чрезвычайно сложное занятие, а в основном и не осуществимое, поэтому нам и приходится строить математические аналоги физических законов и исследовать их. 

Постановка задачи


Дадим основные определения, которые нам понадобятся в ходе решения задачи.
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Ускорение (
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) – изменение скорости в единицу времени. Ускорение может быть тангенциальным и нормальным, первое (тангенциальное) описывает изменение модуля скорости в течение времени, второе (нормальное) характеризует изменение направления, частным случаем нормального ускорения является центростремительное ускорение. Тангенциальное ускорение описывается законом 
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, центростремительное ускорение направлено к центру окружности, по которому движется тело, а модуль ускорения считается по формуле: 
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Сила – количественная мера взаимодействия. По второму закону Ньютона 
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Гравитационное взаимодействие двух тел описывается гравитационной силой, которая записывается в виде: 
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, где 
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 – массы взаимодействующих тел, 
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 – расстояние между телами, 
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 – гравитационная постоянная.


После приведения основных определений определим задачу. Задача будет состоять в описании движения частиц, взаимодействующих посредством гравитационной силы. Описание движения будет состоять в нахождении координат каждой частицы на плоскости в определённые моменты времени. Фактически нам будут известны координаты и скорости каждой частицы в определённый момент времени, затем по соответствующим законам находится координаты частиц в следующий момент времени. Запишем схему более подробно:

1. Нахождение действующих сил в данный момент времени для каждой частицы.

2. Нахождение ускорения по силе и массе частицы в данный момент времени.

3. Нахождение координаты и скорости в следующий момент времени с использованием ускорения, скорости и предыдущей координаты.  


Рассмотрим детально схему на примере взаимодействия двух тел, более сложные варианты взаимодействия (в случае нескольких частиц) сводятся к варианту взаимодействия двух тел.

1. Нахождение сил, действующих на тело


Пусть тела имеют массы 
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 и координаты 
[image: image11.wmf]11

(,)

xy

 и 
[image: image12.wmf]22

(,)

xy

, также известны их скорости в данный момент времени 
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 и 
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. Исходя из формулы для гравитационной силы, нам требуется найти расстояние между частицами и направление. Рассмотрим нахождение силы для первого тела, на которое действует второе 
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Расстояние между частицами будет находится по формуле 
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, а направление данного вектора будем находить как разность координаты данного тела и тела, с которым взаимодействует рассматриваемое тело. Так для первого тела формула для вектора 
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 будет следующей 
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. Тогда, зная массы тел и расстояние с его направлением, получим силу, действующую на первое тело со стороны второго: 
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. Аналогично считается сила, действующая на второе тело со стороны первого. В общем случае при движении нескольких тел силы складываются, так, например, при взаимодействии n тел формула силы для i-й частицы будет иметь следующий вид: 
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2. Нахождение ускорения тела при известной действующей силе


По второму закону Ньютона 
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, при известной силе ускорение i-го тела находится по формуле: 
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3. Нахождение координаты и скорости в следующий момент времени


Координата тела в общем виде находится по формуле: 
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, где 
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– координаты тела в текущий момент времени, 
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 – скорость тела в текущий момент времени, 
[image: image26.wmf]{

}

,

xy

aaa

=

r

 – ускорение, которое образуется в результате воздействия гравитационных сил, 
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 – временной шаг, в течении которого мы принимаем действие гравитационных сил постоянным. В итоге получим формулу для вычисления координаты тела в следующий момент времени: 
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Скорость в следующий момент времени будем вычислять по формуле 
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Проблема малого расстояния между телами


Проблема малого расстояния между телами очень важна, так как в формуле для силы расстояние между телами становится очень малым, что приводит к делению на ноль, а фактически приводит к образованию очень большой силы. Поэтому данную проблему будем решать следующим образом: при условии 
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 гравитационную силу будем считать по следующей формуле: 
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, где 
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 – малая заранее определённая величина. 

Критерий правильности решения задачи


Для проверки правильности решения задачи будем использовать тест, который будет подтверждать закон сохранения центра массы и движения. 


Закон сохранения центра массы состоит в следующем: пусть имеется n тел с соответствующими координатами и массами, координаты центра масс будет считаться по формуле: 
[image: image33.wmf]{

}

11

,,

nn

iiii

ii

xy

mxmy

MMM

nn

==

ìü

ïï

ïï

==

íý

ïï

ïï

îþ

åå

, сам закон сохранения говорит о том, что координаты центра масс со временем не изменятся если суммарная скорость в начале нулевая.


Закон сохранения движения говорит о законе сохранения импульса, который считается по формуле: 
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. Закон сохранения говорит том, что 
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– с течением времени не изменяются. 


В качестве второго теста на правильность решения задачи будем полагать тест на первую космическую скорость, то есть скорость при которой тело будет находиться на орбите другого тела. Выведем первую космическую скорость. 


Если тело находится на орбите другого тела, то модуль скорости не изменится, а изменится только направление, тогда в данный момент времени мы можем приравнять суммарную силу к нулю. То есть, перейдя к скалярным величинам, получим соотношение 
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 (будем полагать, что второе тело находится на орбите первого тела), тогда выражая квадрат скорости, получим соотношение вида: 
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 или в приведённой форме 
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Проблема распараллеливания задачи


При большом количестве частиц суммарный объём вычислений становится очень большим и становится актуальной проблема параллельной реализации решения задачи. Одним из подходов к решению состоит в том, что частицы распределяются между вычислительными процедурами и каждая из них вычисляет координату для следующего момента времени для определённого множества частиц, при этом каждая процедура должна иметь информацию о координатах частиц в предыдущий момент времени. При данной реализации лучше всего использовать архитектуру с разделяемой памятью, например многонитевая архитектура. 
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